Estenmaticas: estandarizacion de la ensefianza de las matematicas. Guadalupe Castellano. Desde 2013.

Tercer curso. Opcion académicas.
(4 periodos semanales distribuidos idealmente en 2+2)

Edad ideal => 14 aios para 15.

Se permite el uso de CALCULADORA".

Primera evaluacion (11 semanas)

2Estadistica unidimensional (2 semanas)

Significado de la notacién de intervalos elementales: (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]*.

Acercamiento a la representatividad de una muestra y a los métodos de seleccidén de muestras®. llustracion
con problemas reales: encuestas electorales, estudios de audiencia, IPC, accidentes de automovil, seguros,
medicamentos, vacunas’... Variables estadisticas cuantitativas discretas y continuas®. Calculo del numero
de intervalos’ y de las marcas de clase® en distribuciones continuas. Afiadir las medidas de centralizacién®,

! Se recomienda que todos los alumnos adquieran una calculadora que facilite las explicaciones en clase y que les
valga para todo su paso por la Ensefianza Secundaria. La propuesta es la calculadora Casio fx—991SP u otra de
similares prestaciones y manejo.

’Se empieza por los bloques de estadistica y geometria para gradar incrementalmente los contenidos respectoa 12y
22 de ESO en el mismo trimestre, posibilitando asi el repaso de la materia para los alumnos con la asignatura
pendiente.

* Se necesita entender lo que es un intervalo antes de introducir las variables continuas de la estadistica. Al final del
tercer trimestre de este curso se volveran a emplear en analisis. El tema se abordara otra vez en 42 al dar las
inecuaciones y las funciones a trozos. iOjo! Hay que estar alerta porque ciertos alumnos tienden a confundir un
intervalo con las coordenadas de un punto, lo cual provoca muchos malentendidos desagradables (sobre todo en
analisis).

*Este es el primer contacto de los alumnos con las técnicas de muestreo. Solo se pretende que se familiaricen con el
vocabulario (muestreo aleatorio, de juicio, probabilistico, sistematico, estratificado) y vean la importancia de las
decisiones que se toman en esta fase a la hora de disefiar un estudio estadistico.

>Se sugiere introducir ejemplos de bioestadistica que colaboren a despertar la vocacion cientifico-sanitaria.

® Con muestras de un nimero de datos igual o inferior a diez, la distribucién se podra tabular como discreta a pesar de
ser conceptualmente continua (con diagrama de barras incluido). Del mismo modo, cuando la variable estadistica sea
discreta pero la muestra tenga un numero de datos igual o superior a treinta, la distribucidn se podra tabular en
intervalos con marca de clase (con histograma incluido). Se ruega la presentacién de datos creibles que limiten las
operaciones y conclusiones disparatadas.

7 Para facilitar los calculos, el convenio seré el siguiente => Ejemplo: se observa que los datos de una distribucion
continua se mueven entre un valor minimo= 43 y un valor maximo=100 y la muestra se compone de N=75 datos; por
tanto, el nimero de intervalos (si no se dan ya en el ejercicio) serd la parte entera de la raiz cuadrada de N (es decir, la
aproximacion por truncamiento a las unidades) => VN = \/75 = 8,6602 ... = 8 = ntimero de intervalos ; la
amplitud de cada intervalo sera la aproximacion por exceso al medio punto en esta operacién => amplitud =a =>

Rango Xoméx—Xmi 100-43 _ 57 . . .
g = mex — TR = =5 = 7,125 = 7,5 = a; entonces, el primer intervalo serd [L,, L,)=

nimero de intervalos  numero de intervalos 8
[Ly, a+L4)=[43, 50’5) y el ultimo de los ocho intervalos serd [Lg, Lg) = [Lg, a+Lg) = [95’5, 103). Nota: se asume

gustosamente el error de terminar en 103 en lugar de hacerlo en 100 en aras de una mayor claridad de ejecucidn para
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posicion'®y dispersidn de variables continuas™. Afiadir los histogramas y los diagramas de caja—bigotes a
los diagramas estudiados en cursos pasados (ya tienen que saber dibujar diagramas de barras, poligonos de
frecuencias y sectores). Eleccidn del grafico adecuado segun la naturaleza de los datos. Interpretacion
critica de los estudios estadisticos mostrados por los medios de comunicacién®*: numero de individuos
estudiados (muestra) versus nimero de individuos de los que se pretende sacar conclusiones (poblacién);
fiabilidad de los datos presentados (¢cémo se han obtenido? Si son preguntas a personas y a tenor de la
pregunta efectuada, ése podria comprobar si los individuos no mienten al contestar?); parametros
estadisticos que se facilitan (ademas de la media); cambio en las escalas que se emplean para hacer los
graficos; conclusiones mas o menos objetivas que se publican como colofén al estudio... Interpretacion
conjunta de todos los parametros en distribuciones discretas y continuas. Constatacién de que intervalos
centrados en la media con amplitudes crecientes de multiplos de la desviacidn tipica, irdn incluyendo
cantidades crecientes de datos.

Realizacion de ejercicios con y sin calculadora, con y sin hoja de calculo.

Probabilidad (2 semanas)

Repaso de los conceptos claves estudiados en 22 de ESO => Experiencias aleatorias simples®. Ejemplos de
experiencias aleatorias simples donde interviene el lanzamiento de una moneda, el lanzamiento de un dado,
la extraccion de una carta en una baraja, la extraccion de una bola en una urna llena de bolas de colores o
la extraccion de una bola en una urna llena de bolas numeradas. Espacio muestral de sucesos elementales
correspondiente a las anteriores experiencias simples. Constatacion de que, con los mismos objetos, el
espacio muestral de sucesos elementales serd distinto dependiendo de la experiencia simple™. En una
experiencia simple, suceso compuesto por union de sucesos elementales™. Suceso contrario. Suceso seguro
por union de todos los sucesos elementales posibles. Suceso imposible. En una experiencia simple, suceso

el alumno; asimismo, se permite escribir [95’5, 103) en lugar de [95,5, 103) para evitar posibles confusiones en el uso
de decimales dentro de intervalos.
8 . .

Se recuerda que el convenio es x; para la marca de clase del intervalo [L;, Li,1); por tanto, a esta marca de clase le
corresponde a;=L;;1—L; de amplitud de ese intervalo, F; de su frecuencia absoluta y FA; de su frecuencia absoluta
acumulada.

N

5~ FAi

<~ . a]:
Fi

10 . . . x o 3 =
Para el calculo de los cuartiles de una distribucidn continua, previamente se debe buscar (en la columna de

En variables continuas la mediana se calculard aplicando la férmula siguiente: Me = L; +

. >~ N N 3N
frecuencias absolutas acumuladas FA) en qué intervalo se encuentra Z para el Qg 5 para elQ,y - Para el Qs ; una vez

identificado el intervalo [L;,L;,1), se aplican las formulas siguientes:
N 3N
= — FA; — — FA;

_ p i-1 . Y 2 i-1
Q=L+ q Q; = Me Q3 =L+
1 . : . . ‘ . . .

A los alumnos mas avanzados se les puede explicar que la varianza no es mas que la media de las distancias de la
variable estadistica x a la media i (calculadas al cuadrado para evitar que el resultado se anule) =>
x—%)>? x?—2x%+%? x? 2xX )3 x XN x? _ _ x? =
Le-9? _ X ) _ Bt _28%x AN _ I 50 g2 I o
12 . N . N . . N . N N. N . .
iOjo! No hay comparacidn entre distribuciones (se deja para 42). Se pretende que se focalicen en el estudio de una

distribuciéon en particular.

B se experimenta una sola vez observando una sola caracteristica de los objetos involucrados.

" Ejemplo: extraemos una carta de una baraja espafiola ampliada y nos fijamos en el palo => Q = {Oros, Copas,
Espadas, Bastos}; extraemos una carta de una baraja espafola ampliada y nos fijamos en el nimero => Q’'={1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9,10, 11, 12}. En ambos casos los elementos coinciden (las cartas de la baraja espafiola ampliada) pero los
espacios muestrales difieren porque dependen de la experiencia aleatoria definida.

 Suceso compuesto A = numero impar = {1, 3, 5} obtenido de la experiencia simple de lanzar un dado y mirar la cara
hacia arriba.

l’.

Var =
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compuesto por union o interseccion de otros sucesos compuestos®. Sucesos compuestos compatibles y
sucesos compuestos incompatibles. Constatacion de que los sucesos elementales del espacio muestral de
cualquier experimento simple son incompatibles por definicion™. Algebra de sucesos en una experiencia
aleatoria simple: (ANB) =A°UB°, (AUB)*=A‘NB°. Probabilidad de un suceso dada como un nimero entre Oy 1
0 como un porcentaje entre 0% y 100%. Experiencia aleatoria regular como aquella experiencia aleatoria en
la que todos los elementos involucrados tienen la misma posibilidad de ser observados™. Adjudicacién de
probabilidades a los sucesos elementales de estas experiencias requlares mediante la ley de Laplace
(cociente entre casos favorables y posibles). Diferencia entre probabilidad a priori (hallada teéricamente) y
probabilidad a posteriori (hallada empiricamente por imposibilidad de hallarla tedricamente™).
Constatacion de que la suma de las probabilidades de los sucesos elementales de un espacio muestral es 1.
Diferencia entre sucesos elementales equiprobables y sucesos elementales no equiprobables®™.
Adjudicacién de probabilidades a sucesos compuestos sumando las probabilidades de los sucesos
elementales involucrados, usando la ley de Laplace (si se puede)®’ o ayudéndose del dlgebra de sucesos.
Constatacion de que la probabilidad del suceso seguro es 1y del suceso imposible 0. Calculo de la
probabilidad del sucesos contrario => experiencia dicotémica que genera®’. En una experiencia simple,

'® Suceso compuesto C = (ndmero impar) U (multiplo de tres) = AUB en el experimento simple de lanzar un dado y
mirar la cara hacia arriba, donde A y B son a su vez sucesos compuestos de sucesos elementales.

Y Por eso las probabilidades de sucesos compuestos de uniones de sucesos elementales se hallaran sumando las
probabilidades de los sucesos elementales involucrados.

1% Ejemplol: en la experiencia aleatoria simple de lanzar un dado normal para observar el nimero de la cara de
arriba=> todas las caras tienen la misma posibilidad de ser observadas; ejemplo2: lanzamiento de un dado trucado con
tres caras 1, dos caras 4 y una cara 5 para observar el nimero=> todas las caras siguen teniendo la misma posibilidad
de ser observadas (otra historia es la probabilidad que tiene cada nimero de ser observado).

Yla experiencia no es regulary, por tanto, no podemos aplicar la ley de Laplace => No conocemos el nimero de bolas
dentro de la urna o el nimero de cartas en la baraja; los dados y las monedas estan trucados pero no conocemos la
naturaleza del engafio (imposible predecir el resultado antes de realizar la experiencia). Hallar probabilidades a
posteriori no es objeto ni de 22 ni de 32 ESO (se necesita el concepto de frecuencia relativa que se dara
profundamente en 42 ESO para entender la ley de los grandes numeros). Por lo tanto, de aparecer en algun ejercicio,
se tiene que facilitar el dato. Ejemplol: en la experiencia aleatoria simple de lanzar una chincheta para observar de
qué lado cae, se sabe que el 65% de las veces cae con el pincho para arriba; ejemplo2: en la experiencia aleatoria
simple de extraer una bombilla de una cadena de produccién para observar esta defectuosa o no, se sabe que el 1%
de las bombillas estan defectuosas; ejemplo3: en la experiencia aleatoria simple de mirar al cielo para observar si esta
despejado, nublado o directamente lloviendo, se sabe que el 35% de los dias esta despejado, el 30% estd nublado y el
resto lloviendo.

20 Ejemplo: en la experiencia de lanzar un dado no trucado y mirar el nUmero de la cara de arriba, el espacio muestral
esQ={1,2,3,4,5, 6} =>como todas las caras tienen la misma posibilidad de salir, aplicamos Laplace para hallar las
probabilidades de los sucesos elementales, obteniendo que todas son 1/6 (todos los sucesos elementales son
equiprobables); en la experiencia de lanzar un dado trucado con dos caras 1y ninguna 6, el espacio muestral Q" = {1,
2, 3, 4, 5} => como todas las caras tienen la misma posibilidad de salir, aplicamos Laplace para hallar las probabilidades
de los sucesos elementales, obteniendo que p(1)=1/3, p(2)=1/6, p(3)=1/6, p(4)=1/6, p(5)=1/6, luego no son
equiprobables.

2 Ejemplo: en la experiencia de lanzar un dado no trucado y mirar el nUmero de la cara hacia arriba, p(obtener
impar)=1/2; en la experiencia de lanzar un dado trucado con dos caras 1 y ninguna 6, p(obtener impar)=2/3. En ambos
ejemplos se aplica Laplace por la regularidad de la experiencia.

2 Ejemplol: en la experiencia simple de extraer una carta de una baraja espafnola, se mira Unicamente si es 0 no copa
=>Q ={copa, no copa}, resulta ser una experiencia dicotémica. Ejemplo2: en la experiencia de extraer una bola de una
urna con 3 bolas azules, 4 bolas rojas y 2 bolas blancas para mirar el color de la bola, se define A= “sacar azul” y B="no
sacar azul” (sucesos contrarios uno del otro) => A=B‘ y B=A", por lo tanto p(A)=3/9 y p(B)= 6/9=p(A°)=1-p(A)=1-3/9.
Ademas, con la misma urna, el alumno facilmente podria definir una nueva experiencia aleatoria simple que observara
si la bola es azul o no es azul (dicotdmica).
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calculo de las probabilidades de sucesos compuestos compatibles®: p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB). En una
experiencia simple, calculo de las probabilidades de sucesos compuestos incompatibles*:
p(AUB)=p(A)+p(B). Constatacion de que cuando la suma de las probabilidades de dos sucesos es mayor que
1, significa que los sucesos son compatibles; sin embargo, que esa suma sea menor que 1 no equivale a que
los sucesos sean incompatibles®. Probabilidad condicionada en sucesos de una experiencia aleatoria
simple”®: p(A|B)=p(ANB)/p(B). Discusidn de si dos sucesos son dependientes o independientes entre si*’.
Problemas que engloben todo lo anterior.

Técnicas de recuento => combinatoria: variaciones sin repeticion, permutaciones sin repeticion,
combinaciones sin repeticic’ng.

Geometria (7 semanas)

Lugares geométricos planos dibujados de manera sencilla e intuitiva como puntos del plano que cumplen
una condicion particular que los hace interesantes en otros ambitos (de las matematicas, de la naturaleza,
de la técnica o de la industria): mediatrices, bisectrices (ambos vistos en 12 de ESO), grafica de una
funciénzg, arco capaz, cénicas3°, espiralesal, catenaria...

Dibujo detallado de rectas y puntos notables del triangulo, manualmente y ayudandose de software
matematico: medianas (baricentro), alturas® (ortocentro), mediatrices (circuncentro), bisectrices
(incentro). Constatacidn de las propiedades que se derivan de cada uno de estos puntos y/o rectas:
baricentro como centro de masas (o de gravedad) del tridangulo (2/3 al vértice y 1/3 al lado opuesto);
circuncentro como centro de la circunferencia circunscrita; circuncentro como punto interior al triangulo en
triangulos acutangulos y como punto exterior al tridngulo en tridngulos obtusangulos; incentro como
centro de la circunferencia inscrita; ortocentro como punto interior al tridngulo en tridngulos acutdngulos y
como punto exterior al tridngulo en tridngulos obtusangulos; alineacién de baricentro—circuncentro—

P Ejemplo: en el experimento simple de lanzar un dado y mirar la cara hacia arriba, p (sacar impar o sacar multiplo de
tres) = p (impar) + p (mdultiplo de tres) —p (impar y multiplo de tres).

3 Ejemplo: en el experimento simple de lanzar un dado y mirar la cara hacia arriba, p (sacar par o sacar multiplo de
cinco) = p (par) + p (multiplo de cinco).

* Es razén suficiente pero no necesaria. Ejemplo: en el experimento simple de lanzar un dado no trucado y mirar la
cara hacia arriba, p (par) + p (como mucho cuatro) =3/6 + 4/6=1/2 + 2/3 = 7/6 => por lo tanto los sucesos salir “par” y
“como mucho cuatro” son compatibles. Sin embargo, p (par) + p (multiplo de tres) =1/2 + 1/3 =5 /6 que es un
numero inferior a 1 => no significa que salir “par” y “multiplo de tres” sean incompatibles porque, de hecho, son
compatibles (tienen en comun el {6}).

2 Ejemplo: en el experimento simple de lanzar un dado no trucado y mirar la cara hacia arriba, defino A="sacar
par”={2,4,6} y B="sacar como mucho cinco”={1,2,3,4,5} => p (par sabiendo que ha salido. como mucho cinco) = p (A|B)
=2/5; en el mismo experimento, la p (par | impar) = 0. Para ejemplos mas complicados (sucesos elementales no
equiprobables) se usara la formula general: p(A|B)=p(ANB)/p(B).

7 Ay B seran independientes si p(A|B)=p(A) => p(ANB)=p(A)-p(B). Ejemplo: en el experimento simple de lanzar un
dado no trucado y mirar la cara hacia arriba, los sucesos A="sacar par” ={2,4,6} y B="sacar como mucho cuatro”
={1,2,3,4} son independientes, pues p(sacar par sabiendo que ha salido como mucho cuatro) = p(A|B)=2/4=1/2=p(A)
=> p(sacar par y como mucho cuatro)= p(ANB)=2/6=1/3=p(A)-p(B)=3/6 - 4/6.

?® Para los alumnos més avanzados y como ejemplo ultimo de combinaciones se puede poner el nimero de
subconjuntos que se forman dentro de un conjunto A con n elementos => #P(A) = 2" = (1+1)" = CnotCp1t..+C, . Se
dejan para 42 las variaciones, las combinaciones y las permutaciones con repeticién.

*® Los alumnos conocen de 12 y 22 ESO las formulas de funciones que dibujan rectas.

*® Mostrar los métodos de dibujo del jardinero (con cuerdas). Al final de 32 se dibujaran grosso modo con las formulas
dadas en los sistemas cuadrdticos de ecuaciones.

*! Interesante ilustrar las mateméticas tedricas con sus aplicaciones practicas, especialmente en el caso de arco capaz,
conicas y espirales, tanto en la naturaleza como en la técnica.

%2 Las alturas del tridngulo se aprendieron a dibujar en 12 de ESO para calcular sus areas.
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ortocentro (recta de Euler en tridngulos no equilateros). Particularidades generadas en: triangulos
equilateros (todas las rectas y los puntos notables coinciden), triangulos isdsceles (las rectas notables
correspondientes al lado desigual coinciden); tridngulos rectangulos (circuncentro como punto medio de
hipotenusa®, ortocentro como vértice de confluencia de catetos). Investigacién y dibujo del circuncentro
de un poligono dado®* y de su circunferencia circunscrita.

Uso de Tales para dividir un segmento en partes iguales empleando Unicamente regla y compas.

Usando Tales (triangulos en posicién de Tales vistos en 12 ESQO), introducir el teorema de la altura y del
cateto para tridngulos rectangulos (desmontando el triangulo grande en dos tridngulos semejantes al
grande). Aplicar estos teoremas en problemas cotidianos y también para dibujar con regla y compds
segmentos que tienen como longitud una raiz cuadrada.

Introduccidn a las transformaciones geométricas® de la mano de los movimientos®®: giros, simetrias y
traslaciones. Constatacion de las diferencias entre todas ellas. Elementos invariantes de cada una de ellas®.
Dibujo (en papel cuadriculado con regla y compas o ayudandose de software matematico) de un poligono
transformado por el movimiento de otro. Reflexién sobre la conservacién o no de la orientacién de la figura
transformada. Deteccidn de los movimientos efectuados en una partida de Tetris o en la configuracién de
un friso y una teselacion.

Area y volumen de piramides rectas®, troncos de piramide® y troncos de cono®® como afiadido al estudio
de cuerpos tridimensionales en 22 de ESO.

%3 Consecuencia de lo cual los triangulos inscritos en circunferencias teniendo un diametro por lado son
irremediablemente tridngulos rectangulos.

** No todos los poligonos son inscriptibles (han de ser poligonos ciclicos) => por ejemplo: un trapecio solo es
inscriptible si es isdsceles, los rombos no son inscriptibles... En el caso de poligonos regulares, el circuncentro es lo que
se ha estudiado en cursos pasados con el nombre de centro del poligono regular. De ahora en adelante, sera muy facil
encontrar el centro de poligonos regulares e inscribirlos en circunferencias (solo hay que dibujar su circuncentro). El
circuncentro es importante en el estudio de las pirdmides porque es alli donde ha se apoyarse la altura para
considerarse “piramide recta” => ejemplo: “halla el volumen de una pirdmide rectangular recta de arista lateral 13cms
y lados de la base 5cms y 6cms”, solucion: al dibujar el circuncentro de un rectangulo se ve que coincide con la
interseccion de sus diagonales; sabiendo esto se puede calcular la altura da la pirdmide facilmente aplicando Pitagoras
(sin esta coincidencia del circuncentro no hay base matematica para usar la diagonal).

% Se volvera a hablar de ellas seguidamente con las proyecciones (de los planisferios) y en los fractales de la 32
evaluacién (como ejemplo de sucesiones).

%% Las definiciones de movimiento y semejanza abordadas con el concepto mas riguroso de vector se dejan para el
curso siguiente, aunque las homotecias no seran nuevas porque se vieron en 12 con el pantdgrafo.

*” Obviamente se refiere a globalmente invariantes. Hay que recordar que una transformacién que deje invariantes
tres o mds puntos no alineados sera necesariamente la transformacién identidad. Ejemplo: el simétrico de un
tridngulo equilatero por cualquiera de sus alturas deja globalmente invariante al circulo, lo cual hace que las alturas
sean ejes de simetria.

* Las piramides rectas son aquellas cuyas caras laterales son tridngulos isdsceles (no necesariamente todos iguales =>
como sucede en la piramide rectangular recta) y que, para que esto suceda, la altura de la piramide (la recta
perpendicular desde el apice a la base) ha de pasar por el circuncentro de la base (obligatoriamente un poligono
ciclico). Nota: se recuerda que en 22 de ESO se estudiaron las piramides regulares => aquellas piramides que tienen
por base un poligono regular y, ademas, el vértice opuesto (llamado cuspide, apice o vértice de la piramide) se
encuentra sobre el centro (circuncentro) de ese poligono regular (la altura de la pirdmide se proyecta en el centro de
la base); en consecuencia, tienen todas las caras laterales iguales y en forma de triangulos isdsceles (todas las aristas
laterales son iguales).

* Lo importante de estas formulas es aprender a utilizarlas hallando los datos necesarios (a través de Pitagoras, por
ejemplo), no tanto su aprendizaje memoristico. Nomenclatura: h= Altura tronco; 4 = Areaggse mayors

A" = Areagqse menor; P = Perimetrogage mayor; P’ = Perimetrogase menor ;

< P+P h

Arearota = =5~ Apotema+ A+ A'; Volumen = (A+A4'+VA-4)

** Nomenclatura: h=Altura tronco; g= generatriz tronco; R= Radio base mayor; r=Radio base menor;
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Area y volumen de la esfera®, sus casquetes™ y regiones intermedias®®. Constatacion de que son
superficies de revolucion®.

Problemas™® cotidianos de poligonos, poliedros y cuerpos redondos (cilindro, cono, esfera, casquetes) y sus
composiciones*® que necesiten todas las herramientas adquiridas hasta ahora: simetrias (en poligonos y
poliedros), teorema de Pitagoras, rectas y puntos notables.

Coordenadas geograficas para calcular trayectorias ideales de aviones y barcos en el globo terraqueo:
siguiendo paralelo o meridiano®’. Husos horarios para calcular horas de llegada de los vuelos y cruceros®®.
Calculo de las coordenadas de la antipoda de un lugar. Calculo de la distancia entre dos lugares situados
sobre el globo terrdqueo dados por sus coordenadas geograficas. Como otra aplicacion de Tales (angulos
entre rectas paralelas y perpendiculares), calcular la altura solar maxima en cuatro momentos del afio en
una latitud dada: equinoccio de primavera, solsticio de verano, equinoccio de otofio y solsticio de invierno.
Uso de esta altura solar para reproducir el experimento que llevod a Eratéstenes a calcular el radio de la
Tierra. Calculo de los angulos de inclinacion de las placas fotovoltaicas* dependiendo de la latitud de la
instalacion®.

Proyecciones de poliedros’". Planisferios terrestres®> como proyecciones: cilindricas, cénicas, ortograficas,
estereograficas, gnomdnicas. Proyeccion de Mercator® frente a otras. Constatacién de las deformaciones
en la medida de dngulos y superficies que derivan en ventajas e inconvenientes de cada una de esas

] 1
Arearoq =m-[g-(R+71)+R?*+77%); Volumen=_-m-h- (RE+r*+R-1)
" Areagsfera = 41 R%; Volumen = g -m-R3

42 . . e
Nomenclatura: R=Radio esfera; r=Radio casquete; h=altura casquete; Area qsquete =2 - R - h;

2 2
Volumenzg-n'-hz-(BR—h); Rz%

** Nomenclatura: R=Radio esfera; r=Radio casquete; h=altura region intermedia;

Area,cgicn =2 -m-R - h; Volumen = % -1 h- (h? 4+ 3R? + 31%);

#se sugiere contar que las gotas de agua son esferas y que el arcoiris es una circunferencia de centro el punto
interseccion del plano de lluvia con la recta que une el sol y los ojos del observador => fruto de los fendmenos de
refraccidn y reflexién (combinacion de fisica y matematicas) estudiados por los alumnos en la asignatura de ciencias
naturales.

* En todos los problemas a lo largo del curso se ha de hacer hincapié en que el alumno, ademas de hacer la prueba,
reflexione sobre la coherencia e idoneidad de la solucién obtenida.

a6 Ejemplo: un prisma coronado en media esfera (o en un casquete). Se sugiere hacer algun ejemplo con troncos de
pirdmides o conos (es una composicion fruto de la sustraccidon de elementos).

*’ Para los mas avanzados, se sugiere ilustrar la explicacion con los conceptos de loxodromica y ortodromica, e incluso
podria mostrarse que el teorema de Pitdgoras no se cumple en la esfera.

*® Con esto se le da valor afiadido al estudio de la latitud, longitud y lectura de mapas que los alumnos han visto en 12
y volverdn a ver en 32 desde la asignatura de Ciencias Sociales; seria absurdo repetir lo mismo otra vez.

** Para conseguir mayor insolacién, han de estar en perpendicular a los rayos solares.

0 se sugiere ampliar con una introduccion elemental a los relojes solares de estilo y de gnomon viendo ejemplos de
construccion dependiendo de la latitud y longitud del observador, ademas de las curvas formadas por la sombra del
estilo y del gnomon respectivamente. Interesante contar a los alumnos que la sombra de un arbol/edificio/poste
dibuja una recta en los equinoccios y un arco de hipérbola en los solsticios. Se sugiere también explicar que, en
Espafa, una vivienda con las estancias orientadas al sur es mds luminosa que una vivienda orientada a cualquier otro
punto cardinal => importante para ahorrar energia al disefiar o comprar casas (se invita, por ultimo, a reflexionar
sobre dicha orientacion en otras latitudes del planeta).

> Como introduccién a los planisferios, se empieza proyectando en el plano una figura tridimensional (la identificacidon
de proyecciones de poliedros se hizo en 62 de primaria). Para los mas avanzados o para abrirles la mente a todos los
alumnos, se sugiere mostrarles las proyecciones en 3D de los poliedros de 4D.

>? Los planisferios terrestres son empleados en la asignatura de Ciencias Sociales.

>* La més usada en navegacion por su facilidad de trazar rutas de rumbo constante (las loxodrémicas en esta
proyeccidn son rectas). La Mercator se visualiza muy bien inflando un globo dentro de un cilindro.
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proyecciones. Empleando reglas y compads, interpretacién sencilla de cartas nauticas Mercator de distintas
extensiones.
Resolucién de todos los ejercicios con calculadora y herramientas informaticas.

Segunda evaluacidn (11 semanas)

Numeros (3 semanas)

Notacidn cientifica de exponente entero®. Operaciones combinadas de nimeros en notacidn cientifica (sin
encontrarlos en denominadores). Reduccion al mismo exponente antes de sumar/restar. Introduccién al
sistema binario®. Empleo de los prefijos del sistema internacional®®.

Potencias de exponente entero. Propiedades de estas potencias y uso de las mismas para reducir las
fracciones de potencias a producto de potencias de base prima y exponente entero. Constatacién de que
elevar un nimero a -1 es hacer su inverso’.

Extraccién de factores y aproximacion con calculadora de las raices enésimas de un nimero>®. Constatacion
de que no existen las raices de indice par de un nimero negativo.

Fraccidn generatriz de un nimero decimal. Clasificacion de nimeros reales: racionales (naturales, enteros y
fracciones) e irracionales. Diferencia entre niUmero racional o irracional dependiendo de si el decimal es
finito™® o infinito: no periddico o periddico (puro o mixto).

Operaciones combinadas en castillos de fracciones y decimales, incluyendo potencias de exponente entero,
respetando la jerarquia de operaciones y dando el resultado siempre simplificado.

Calculo mental®.

Realizacion de los ejercicios cony sin calculadora, usando software matematico para la autocorreccion del
alumno®'.

54 . .z . e . . .
Aunque es la primera vez que se aborda la notacidn cientifica, lo cierto es que algunos alumnos la habran visto
fugazmente en la calculadora al operar nimeros muy grandes o muy pequenios. El objetivo es que el alumno pueda

hacer ejercicios como este: —3- 101 . (— 12 - 100 )+ 9,2- 10_2 70 =

> Se pretende que puedan escribir un nimero en sistema binario. Ejemplo: [101]2=[1.2°+O-21+1-22]10=[5]10.

*® En Primaria se aprendieron del nano al Giga. Aqui todos: cuatrillonésimo/septillonésimo yocto 10 sextillonésimo
zepto 10"21, trillonésimo/quintillonésimo atto 10'18, cuatrillonésimo femto 10'15, billonésimo/trillonésimo pico 10"12,
billonésimo nano 10'9, millonésimo micro 10"6, milésimo mili 10'3, centésimo centi 10"2, décimo deci 10"1, unidad 100,
decena deca 101, centena hecto 102, millar kilo 103, millén Mega 106, billon Giga 109, billén/trillon Tera 1012, cuatrillon
Peta 1015, trilléon/quintillén Exa 1018, sextillon Zetta 1021, cuatrillén/septillén Yotta 10**. Nota: en cursiva la
nomenclatura anglosajona (interesante hacer ver a los alumnos lo importante que es conocer la procedencia del dato
que se proporciona para evitar malentendidos desagradables).

>’ Los alumnos han visto en 12 de ESO los conceptos de elemento neutro y elemento inverso para el producto. El

36'-(-90) °-54

187*(~16)-50

*% Las operaciones con raices, incluido racionalizar, son tema de estudio en 42 de ESO. Se ha optado por introducir
aqui las raices sencillas para dar base matematica a los decimales infinitos no peridédicos que se ven seguidamente con
la fraccién generatriz.

>° Seria interesante mostrar a los alumnos (como curiosidad) que un decimal exacto en base 10 puede no serlo en
sistema binario (por ejemplo [2,4],,=[10.01100110011001100110011001100110...],).

% Centrandose en el calculo mental de porcentajes (incluidos aumentos y disminuciones) para repasarlos de cara a los
alumnos de pendientes, pues no es un contenido explicito de 39.

61 . , .2 . . .
El manejo de nuevas tecnologias también podra ser evaluado en los exdmenes trimestrales preguntando, por
ejemplo, qué comandos se necesitan para realizar una determinada operacidn.
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Algebra y Analisis®® (8 semanas)

Desarrollo de potencias de un binomio empleando el triangulo de Tartaglia (de Pascal o combinatorio).
Operaciones con polinomios incluyendo potencias de binomios.

Divisién de polinomios de Z[x] y método de Ruffini para dividir entre (x+a), escribiendo el resultado como
dividendo igual a divisor por cociente mas el resto. Constatacidn de que si el resto es cero, hablamos de un
polinomio divisor. No perder nunca de vista las similitudes con la divisién de nimeros. Teorema del resto y
constatacion de su utilidad para hallar valores numéricos de un polinomio.

Factorizacién de un polinomio de Z[x] con todas sus raices enteras siguiendo tres pasos®: sacar factor
comun, identificacién de identidades notables, método de Ruffini. Ensefar con software matematico las
graficas asociadas a estos polinomios, constatando que sus raices son los puntos de corte con los ejes®™.
Obtencién de la expresion de un polinomio a partir de la grafica asociada®. Recordar, una y otra vez, que
los polinomios son imprescindibles para el desarrollo de la tecnologia por cuanto aproximan funciones mas
complejas en el disefio de carreteras, de coches, de piezas, de imagenes, de sonidos...

Ecuaciones de 12 grado con paréntesis y fracciones (reduciendo ambos miembros a comun
denominador®®), incluyendo la prueba e insistiendo en la conveniencia de no saltarse ningtin paso
intermedio. Constatacién grafica de que la solucién (si la hubiere) de la ecuacidon ax + b = cx + d es el
punto de corte de las rectas y = ax + by y = cx + d entre ellas (es decir, se estd resolviendo en realidad
un sistema de ecuaciones).

Resolucién de ecuaciones de 22 grado completas e incompletas, hasta con paréntesis y fracciones,
incluyendo la prueba. Constatacion de que cualquier igualdad de 22 grado no necesariamente es una
ecuacion de segundo grado®. Constatacion de que una ecuacidn de 22 grado tiene: o cero soluciones
(discriminante negativo), o una solucidn doble (discriminante igual a cero, polinomio asociado factorizable
por identidad notable), o dos soluciones distintas (discriminante positivo®™). Representacion grafica de
parabolas con y sin software matematico®, incluyendo el estudio de puntos de corte y vértice.
Constatacion de que el vértice de la pardbola coincide con el corte en el eje QY si la ecuacidn es incompleta
con b nulo. Constatacidn de que, si hay solo un punto de corte con el eje OX, éste coincide con el vértice (la
solucion de'la ecuacidn es doble => polinomio asociado factorizable por identidad notable). Ecuacion de la
recta que representa el eje de simetria de la parabola. Factorizacién de los polinomios de segundo grado
asociados, constatando que los puntos de corte de las parabolas con el eje OX son las raices de esos

%2 Mezclamos el algebra con el analisis para mostrar la utilidad de la factorizacion a través de las graficas asociadas a
los polinomios, asi como para la representacion posterior de parabolas.

® Aun no se ha visto la ecuacién de segundo grado, asi que no se entra en detalles sobre la irreductibilidad de los
polinomios. Se pretende que un alumno de 32 ESO coja soltura para factorizar polinomios con todas sus raices
enteras.

% Observando que la multiplicidad de estas raices deriva en puntos con forma de valle/montafia (caso de multiplicidad
par) o en puntos de cambio de curvatura (caso de multiplicidad impar >1), habilitando al alumno a hallar la expresién
de un polinomio a través de su grafica asociada. Si, ademas, el alumno es capaz de dibujar grosso modo la grafica
asociada a un polinomio a través de su factorizacién, tendrd mucho trabajo hecho para la tercera evaluacion.

% Se pretende que den la férmula k-(x=x;)-(x=X,)-(x=Xs)-(x=x4) donde k es una variable que se podra hallar o no si se
facilita un dato extra (decir que el polinomio es médnico o dar el coeficiente del término de mayor grado). Obviamente,
este ejercicio tiene sentido si las soluciones/raices/cortes son todos niimeros reales.

% se sugiere el uso de una sola fraccién de “raya larga” que reduzca los errores de signos que comete el alumnado
cuando intervienen signos entre fracciones y se requieren paréntesis.

* Ejemplo: x2 — 3 + 5x = 7 + x2.

®® En el caso de las ecuaciones incompletas con b=0, las dos soluciones existentes seran ademas opuestas una de la
otra.

% Los de F&Q necesitan que los alumnos sepan representar parabolas en el inicio de 42 ESO.
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polinomios (los hacen cero) y, por tanto, las soluciones de sus ecuaciones asociadas’®. Obtencién de la
ecuacion de 29 grado a través de sus soluciones, de las raices del polinomio asociado o de los puntos de
corte de la gréfica de la parabola correspondiente’ . Problemas de parabolas (optimizacién, tiro parabdlico
o tiro vertical) en los que se facilite una funcién parabdlica que se tenga que dibujar y hallar el vértice,
puntos de corte y/o algtn otro punto’.

Tercera evaluacidn (11 semanas)

Algebra y Analisis (continuacién) (7 semanas)

Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas (con paréntesis y con fracciones)”, incluyendo
la prueba. Problemas cotidianos de sistemas, incluyendo geométricos, proporcionalidad y porcentajes’,
edades (dibujando obligatoriamente una linea o tabla del tiempo) ”°, mezclas’®, bisqueda de nimeros...
Sistemas cuadraticos hechos por sustitucién donde intervengan una cénica y una recta. Constatacion
grafica (dibujando grosso modo’’ y usando software matemético) de que puede haber cero soluciones, un
punto solucidn o dos puntos solucidn que son los cortes posibles entre la recta y la cdnica (circunferencia,
elipse, pardbola o hipérbola correspondiente).

Sucesiones’® de figuras, letras y nimeros, incluidos ejemplos de test psicotécnicos y de formacidn de
fractales (sucesiones sencillas de transformaciones geométricas’® que ayudan a explicar la realidad).

Lo que se pretende es que los alumnos incorporen la rutina de hacer, en cada ecuacidn, tres pasos: factorizar el
polinomio asociado, resolver la ecuacidn y dibujar la grafica asociada, consiguiendo asi interiorizar desde temprana
edad la relacién entre raiz, solucion y punto de corte. Se deben hacer ejercicios que muestren una graficay se le
pregunte al alumno sobre las soluciones o las raices de las ecuaciones y polinomios asociados.

" se pretende que den la férmula k-(x—a)-(x—b) donde k es una variable que se podra hallar o no si se facilita un dato
extra (polinomio mdnico o coeficiente de xz, vértice de parabola u otro punto). Obviamente, este ejercicio tiene
sentido si existen dos reales a'y b soluciones/raices/cortes.

7 Ejemplo: “en un torneo de futbol de colegio, un nifio tira un penalti que describe la trayectoria (en metros) dada por
la siguiente pardbola:y = —ixz + x. Dibuja la grafica que sigue la pelota. ¢Es posible que haya metido gol?”.

73 De 22 ESO los alumnos han de traer aprendida la resolucién de sistemas (con paréntesis o con fracciones) por cuatro
métodos: reduccion, sustitucion, igualacion y graficamente. Asimismo, han de saber identificar cuando un sistema es
incompatible, compatible determinado o indeterminado y su significado geométrico.

" Momento Optimo para repasar los contenidos de proporcionalidad (en especial porcentajes) vistos en 12 y 29, pues
en 32 no se ven explicitamente.

7> Se recuerda que los problemas de méviles se dejan para ser abordados por la asignatura de F&Q de 42 ESO por dos
motivos fundamentales: las ecuaciones del movimiento se imparten en la asignatura de Ciencia Naturales y, por otra
parte, al ser estos problemas una idealizacidon del movimiento rectilineo y no ser nosotros especialista de esa
asignatura, corremos el riesgo de construir conceptos erréneos en las cabezas de nuestros alumnos. No conviene
asumir esa responsabilidad.

’® Se intentaran hacer problemas que muestren la realidad de la signatura de F&Q, donde se calculan mezclas para
trabajar en el laboratorio.

"7 Los profesores de F&Q necesitan que los alumnos hayan dibujado hipérbolas (funciones de proporcionalidad
inversa) al inicio de 42 de ESO.

®se agregan al final del algebra para abordarlas cuando ya se hayan estudiado las ecuaciones de segundo grado y
facilitar la resolucion de los problemas.

7 Copo de nieve de Koch, tridngulo de Sierpinski (usado en modelado de montafias), curvas de Peano... Las
transformaciones geométricas se volverdn a ver en 42 con las semejanzas y en la asignatura de Dibujo Técnico de
Bachillerato.
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Progresiones aritméticas y geométricas: formulas de términos generales y férmulas de recurrencia®.
Constatacion de que los métodos para buscar la fraccion generatriz de un nimero decimal usan las
progresiones geométricas. Problemas relacionados, incluidos los ejercicios de intereses compuestos®”.

Analisis (4 semanas)

Identificacion de una gréfica a partir del suceso cotidiano que pretende describir.

Descripcion detallada de las propiedades globales de una funcién dada en forma de grafica: i) bien definida
(a cada x solo le corresponde una y); ii) dominio de definicidn; iii) imagen de la funcidn, signo de la funcidn,
puntos de corte con los ejes; iv) continuidad (expresada por intervalos o con respecto al dominio®)y
discontinuidades, busqueda intuitiva de asintotas®’; v) simetrias®*; vi) periodicidad®; vii) crecimiento,
constancia y decrecimiento (sefialando méximos y minimos); viii) concavidad positiva o negativa®
(sefialando puntos de inflexidn).

Calculo del dominio de definicidn de funciones racionales enteras (polinémicas®’) y funciones racionales
fraccionarias (con denominadores de primer o segundo grado) dando la solucién con intervalos®.
Utilizacién de software matematico para visualizar estas funciones y poder describir su comportamiento
con los ocho puntos de las propiedades globales. Uso de la calculadora para constatar las tendencias
asintoticas observadas en las funciones racionales enteras (polindmicas) y fraccionarias®.

80 . Py . . \ . .
Como aplicacion, se sugiere contar a los alumnos que los sonidos de la escala musical siguen una progresion

- £ . . L A , 121
geométrica => una cuerda tensada y dividida segln una progresién geométrica de razén 3 =0,94 toca la escala

musical occidental.

¥ Momento para seguir trabajando con porcentajes y sucesiones e introducir a los alumnos en la matematica
financiera siguiendo el proceso para calcular capitalizaciones de interés anual simple y compuesto (esta es la Unica
oportunidad de acercarse a la matematica financiera para los estudiantes de la opcidn de ciencias de 49).

i Ejemplo: se puede decir que f(x)=1/x es continua en x € (—o0,0) U (0, +0) o, simplemente, que es continua en
todo su dominio.

 se pretende que el alumno amplie su vocabulario y sea capaz de identificar, mirando una grafica, las asintotas
horizontales y=a y verticales x=b (si las hay) como aquellas rectas a las que la grafica tiende cuando la variable
independiente cumple unas condiciones determinadas. La definicidn formal de asintota es materia del bachillerato.

¥ Interesa qgue el alumno distinga simetrias doblando imaginariamente la grafica por alguna recta. Ejemplos: la grafica
de f(x)=(x—1)3 es simétrica respecto a la recta x=1; cualquier parabola es simétrica respecto x=abscisa de su vértice. Se
pretende ademas, que el alumno incorpore a su vocabulario la grafica de una funcién par (simétrica respecto al eje
QOY) e impar (simétrica si coincide al doblar primero por el eje OY y luego por el eje OX). Ejemplos: la gréfica de f(x)=x3
es impar; la gréfica de f(x)=x4 es par.

¥ se sugiere el estudio detallado de las funciones periddicas derivadas de la luz (onda electromagnética) y el sonido
(onda mecanica), estudiados ambos en Ciencias Naturales de 22 de ESO. Obviamente sin introducir la trigonometria,
gue se vera en 42 opcién ciencias.

¥ Se ha de tener en cuenta gue solo las regiones pueden tener el calificativo de cdncava o convexa y asi habra que
explicarselo a los alumnos. Ejemplo: una parabola limita dos regiones del plano=> la interior a la parabola tiene
concavidad positiva y la exterior a la parabola tiene concavidad negativa (regién convexa). Para simplificar los
ejercicios, se recuerda que el convenio es el siguiente: mirando la gréafica de la funcion de arriba abajo, se dira que la
funcién en un intervalo determinado tiene concavidad positiva si tiene forma de cuenco; en cambio, se dird que la
funcién en un intervalo determinado tiene concavidad negativa si tiene forma de cuenco invertido.

¥ Elemental: el domino de definicién de funciones polindmicas es siempre R (todas estas funciones son
necesariamente continuas). Un alumno incapaz de razonar y retener esta frase no deberia aprobar las matematicas de
32 ESO.

% Ejemplos: f(x)= 2x°—4x+1 => Dom(f)=R=(—0o0, +0); g(x)=x"/(x-3) => x-3=0 => Dom(g)=R—{3}=(—0, 3) U (3, +00).
8| objetivo es hacer coherente el curriculo de bachillerato. Para eso, se introduce al alumno de 32 ESO en las
tendencias y al alumno de 42 ESO en el significado y nomenclatura de limites. Asi, se familiariza al adolescente en este
nuevo concepto de cara a la etapa siguiente, donde resulta vital para afrontar la asignatura de F&Q y matematicas. Lo
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interesante en 32 ESO es que los alumnos razonen (dando valores con ayuda de la calculadora) de dénde viene y a
dénde va una funcidn polindmica (del/al +o0 ), ademas de que enlacen este conocimiento con el grado del polinomio
en cuestidn (y con el signo del coeficiente del monomio de mayor grado). En cuanto a funciones fraccionarias, se
pretenden dos cosas: que los alumnos descubran las asintotas verticales a partir de las pistas que les dejé el calculo de
sus dominios; que los alumnos descubran si hay o no asintotas horizontales a partir del grado y los coeficientes de
mayor grado numerador—denominador. Para los alumnos mas avanzados, se propone una reflexién sobre la formula
de una funcidn racional sencilla a partir de su grafica. No se pretende aqui que los alumnos den la férmula exacta,
pero si que pudieran darse cuenta de que deberia contener productos del tipo (x+a) y 1/(x+a) a tenor de los puntos de
corte y el dominio. Por otra parte, los compafieros de F&Q agradecerian que los alumnos supiesen al inicio de 42
distinguir correctamente la férmula de una recta, una parabola y una hipérbola.
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